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Resumen
En el siguiente trabajo se presenta la solucion numérica de la Ecuaciéon de Burgers; para ello se discretizd dicha
ecuacion mediante diferencias finitas haciendo uso de un método tipo Crank-Nicolson que lleva a la obtencion de
sistemas de ecuaciones no lineales, mismos que han sido resueltos empleando un método iterativo de orden cuatro
basado en el NUmero Aureo; luego de realizar la validacion de nuestro programa desarrollado en MATLAB, usando
para ello la solucién exacta proporcionada por la transformacion de Cole-Hopf, se procedid a realizar varios ensayos
obteniéndose las respectivas soluciones numéricas que fueron presentadas en forma gréafica para su posterior analisis.

Palabras clave: Ecuacion de Burgers, Crank-Nicolson, Métodos iterativos para sistemas de ecuaciones no lineales.

Abstract
In the following work the numerical solution of the Burgers Equation is presented; for this purpose the equation was
discretized by means of finite differences using a Crank-Nicolson type method that leads to obtain systems of nonlinear
equations, which have been solved using an iterative method of order four based on Golden Ratio; after having
validated our program developed in MATLAB, using the exact solution provided by the Cole-Hopf transformation, we
proceeded to perform several tests obtaining the respective numerical solutions that were presented in graphical form

for further analysis.

Keywords: Burgers Equation, Crank-Nicolson, Iterative methods for systems of nonlinear equations.

I. INTRODUCCION

Los fendmenos fisicos pueden ser descritos mediante
ecuaciones en derivadas parciales no lineales, tal es el caso
de la ecuacion de Burgers viscosa que permite modelar
varios fendmenos fisicos como tréfico, ondas de choque,
problemas de turbulencia y procesos estocasticos [1].

El modelo matematico que describe la ecuacién de
Burgers en una dimension es:

ou ou du
—tu—=

—=v—, a<x<b, t>0,
ot OX OX

@
con la condicion inicial:

u(x,0)= f(x), a<x<b, 2)
y las condiciones de frontera:

u@t=g,®, ub.)=g,(t). t>0, ®)
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en donde u es el campo de velocidades, v >0es un
coeficiente de difusion viscosa, f, g, y g, son funciones

suaves conocidas [2].

En 1915, Bateman [3] introdujo esta ecuacion y dio una
solucién de estado estacionario para el problema. Mas
tarde, en 1948, J. M. Burgers, un fisico holandés propuso
esta ecuacion como modelo matematico de turbulencia [4,
5] y debido a su amplia contribucién, la ecuacion lleva su
nombre.

Esta ecuacion se caracteriza por tener un término
dependiente del tiempo un término de conveccidn y un
término de difusiéon, ademas la misma es utilizada para
probar métodos numéricos para las ecuaciones de Navier-
Stokes [6].

La ecuacién de Burgers también se puede considerar
como una forma simplificada de la ecuacion de Navier-
Stokes debido a la forma del término de conveccién no
lineal y la aparicion de una viscosidad [7]; si la misma
cuenta con el término viscoso es parabdlica, mientras que si
no lo tiene es hiperbélica [2].

http://www.lajpe.org



Santiago David Quinga Socasi

I1. MARCO TEORICO
A. Solucion exacta de la ecuacion de Burgers

La ecuacidn (1) podria ser transformada en una ecuacion de
difusion lineal parabdlica, mediante el uso de la
transformacion de Cole-Hopf [8, 9]:

o¢

v
- (4)

u(x,t) P

la ecuacidn (1) luego de aplicar dicha transformacion, sera:

o 0%
EREa )

que tiene la forma de una ecuacion lineal de calor. Como
indican [1, 10], se puede aplicar series de Fourier para
resolver la ecuacion (5) se obtiene la siguiente solucion
exacta:

o= A+ > Ae™"""Cos(nax), ©)
n=1
donde:
b -1 [u0)de
A= Je 2V£ dx, )
y

Cos(naxx,n =12,... €)

Obteniéndose la siguiente solucion exacta de la
ecuacion de Burgers:

A e~ "nSen(nzx)

M

1
JiN

u(x,t) =2zv—"

A+

M

Ae™"""Cos(nx) (9)

]
5N

B. Diferencias finitas

Como se menciona en [11], una forma de resolver una
ecuacion que contiene derivadas parciales, es mediante una
discretizacion de la misma mediante la reduccion de su
domino a un ndmero finito de puntos equiespaciados
(Xi'tj)’ situados en los nodos de una malla rectangular

uniforme. Este método de discretizacion recibe su nombre
debido a que las diferencias divididas finitas aproximan a

las derivadas parciales de la funcion u(x,t). Si llamamos
u; ; al valor de la funcion incégnita en el nodo (x;,t;), con
un paso horizontal h=x_, —x,, y uno vertical k =t -t
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entonces se puede aproximar la primera deriva parcial de la
funcion u(x,t) respecto a x y t, con un error de

truncamiento de orden uno O(h) 0 O(k), mediante:

au(xivtj) ui+1,j _ui.j
>  h (10)
y
aU(Xivtj) ui,j+1_ui.j
a ok (11)

las mismas que se conocen como diferencias progresivas o
diferencias hacia adelante; la primera derivada parcial
también se puede obtener mediante:

8U(Xi!tj) < Ui g — Uiy

ox h (12)
y
au(xivtj) - ui,j _ui.j—l
ot ~ k ' (13)

conocidas como diferencias regresivas o diferencias hacia
atras y cuyo error de truncamiento es de orden uno; se
puede obtener también la aproximacion mediante
diferencias centrales o simétricas, cuyo esquema es el
siguiente:

6u(xi,tj) - ui+1,j _uiflvi
s (14)
y
8U(Xi,tj) Ui =i
T (15)

que tienen error de truncamiento de orden dos, O(h?)o
O(k*). Para la aproximacion de las segundas derivadas

parciales utilizamos un esquema en diferencias centrales
con error de truncamiento de orden dos:

62U(Xivtj) Uiy —2U; ; Uy
ox2 ~ h2 ' (16)
y
2
0 U(Xivtj) . ui,j+1_2ui,j +ui.j—1
o2 ~ k2 ! (17)

C. Métodos iterativos para sistemas de ecuaciones no
lineales

Como indica [12], considerando la expresion de un sistema
de ecuaciones no lineales en forma general, tenemos:

f,(x,%,,...%,)=0
f,(X,%,,...%,)=0

f.(x,%,...x,)=0 (18)
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donde cada f,:R" —R,i=12,...n , dicho sistema también
puede ser representado como F(x) =0

F(x)=0, (19)

donde F es una funcion vectorial F:R" — R" que tiene
como funciones coordenadas:

F() = (£,00, £,00,... f,(0). (20)

Como menciona [13], se puede transformar el sistema
original en uno equivalente que tiene la forma:

X =G(x), (21)

para una determinada funcion G:R" —R", donde sus
funciones coordenadas se denotan por g,,i=12,...n; si se

parte de una aproximacion inicial
x© :(xl("),xz(O),...xn‘o))T cR" se genera una sucesion de
vectores de R"mediante la siguiente formula iterativa:

x®D = G(x¥),k=01,... (22)

El proceso es convergente si  {x*®}_ & cuando
donde ¢£=(g,s,,...&,) eR" bajo ciertas

condiciones de la funcién G es una solucidn del sistema
x =G(x), el vector £ también es conocido como punto fijo

del funcion G, y al algoritmo descrito por la ecuacion (22)
se le conoce como método de punto fijo.

k >

Como menciona [11] una definicion importante sobre el
orden de convergencia establece que sea (x(“)kzouna

sucesion en R" que converge a X , entonces:

a) Se dice que la convergencia es lineal si:

IMO<M <1y 3k, /x* D = x| < [x®© - x|, vk >k, (23)
b) Se dice que la convergencia es cuadratica, si:
IM,M >0y Tk, /x* -] < [x* - XHZ,Vk >k, (24)
¢) Se dice que la convergencia es cubica, si:
IM,M >0y Tk, /|x*? - x| < [x® -x * vk >k, (25)

Como sefiala [14], un ejemplo clasico de método
iterativo de punto fijo utilizado para resolver sistemas de
ecuaciones no lineales es el Método de Newton con orden
de convergencia dos y cuyo esquema es el siguiente:

(kD) 3 (0 _ [F'(X(k))rF(X(k)), (26)

Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol.15, No. 4, Dec.2021

4310-3

donde F'(x)es la matriz Jacobina del sistema.

Con el afan de obtener métodos iterativos eficientes
para resolver sistemas de ecuaciones no lineales existen
diferentes investigaciones [12, 13, 14, 15,16], en las cuales
se disefian métodos iterativos con alto orden de
convergencia.

En particular para este trabajo de investigacion vamos
a utilizar el siguiente esquema de método iterativo
propuesto por Cordero et al [16] que lo nombran Método
NG:

—1+\/§ 1
200 = x®) _ F' (xX ) E(x®),
e DI
3+\/§ . 1
y® = x®) _ : [,: (X(k))T F(z),

XD = y® [P Ry, (27)
que tiene orden de convergencia cuatro y entre algunos de
sus coeficientes aparece el NUmero Aureo y ademas se
caracteriza por tener tres pasos, ademas se utiliza un
esquema de composicién con el método de Newton
modificado de matriz Jacobiana congelada ya que en cada
uno de los pasos se utiliza la misma evaluacion de la matriz
Jacobiana F'(x®)), a diferencia de otros métodos de orden

similar que requieren las evaluaciones de diferentes
matrices Jacobianas.

I1l. METODOLOGIA

A continuacion, se describe el proceso realizado para la
obtencién de la solucion numérica de la ecuacion de
Burgers.

A. Discretizacion

Se va a tomar una malla rectangular regular cuyos nodos
son (x,t,)=(a+ih0+ jk), i=0L..nx ¥ j=01...nt,

(R
donde nx y nt representan el nimero de subintervalos
espaciales y temporales respectivamente; el paso espacial es
hzb_a, mientras que el paso temporal es szmiax,
nx nt
donde T, es el tiempo maximo de estudio.

Si utilizamos un Método tipo Crank-Nicolson, el cual
consiste en discretizar la ecuacién (1) en dos instantes de
tiempo para luego realizar una media aritmética; entonces

tomando diferencias finitas centrales tanto para U como

OX
2
para 57‘2‘ utilizando para ello los esquemas (14) y (16);
OX
para el primer instante de tiempo t, se aproxima au

ot
mediante una diferencia progresiva, de la ecuacion (1) se
obtiene:
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ui,j+1 _Ui,j _ ui+1,j - 2ui,j + ui—l.j ui+l,j _ui—l.j -0

k h? b 2h

(28)

para el segundo instante de tiempo t,, Se aproxima ou
ot

mediante una diferencia regresiva, de la ecuacién (1) se
obtiene:

ui,j+1 - ui.j v ui+1,j+1 - 2ui,j+1 + ui—l.j+1
k h?
U —U
+u i+1, j+1 i-1.j+1 — O (29)

i, j+1 2h

Luego de tomar la media aritmética entre las ecuaciones
(28) y (29), y realizar algunas simplificaciones se obtiene:

1 1% 1%
Eui,jﬂ - 2h2 ui+1,j+1 + Fu

1 1 1 v
+Eui,j+1ui+1,j+1 _Eui,jﬂui—l,jﬂ = K ne Ui j

u

\%
ijel T th ui—l,j+1

14
+——u

2h2 i+l ] +Eui,jui—1.j’

b to U ——U;,
i+1,] 2h2 i-1] 4h L] (30)
para i=12,...nx—1Y j=0J],...nt—1; para cualquier valor
de j se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones no
lineales de tamafio (nx—1)x(nx—1):

1 v

v v
Eul,jﬂ - 2h2 Uz i +Fu1,j+1 - 2h2 Uo,jsa

1 1 1 v
m ul,j+1u2,j+1 - m ul,j+1u0,j+1 = E - F U1,j

v v 1 1
+Wu2,j +Wuo'j _Eul,juzj +Eul,ju0,j’

+

14

Eunx—l,jﬂ - 2h2 unx,j+1 + Funx—l,jﬂ - 2h2 unx—z,j+1

1 1 1 v
+ E unx—l,j+1unx.j+l - E unx—l,j+1unx—2,j+l = E - F unx—l,j
14 14
+ 2h2 unx,j + 2h2 unx—z,j _Eunx—l,junx,j
+ E unx—l,junx—z,j (31)
en donde las incognitas de este sistema son

Up o Up jgo---Upy g QUE SON la solucion aproximada de la

ecuacion de Burgers para un j cualquiera.

B. Solucién Sistema de ecuaciones no lineales

Para resolver el sistema de ecuaciones no lineales (31),
vamos a utilizar método iterativo NG cuyo esquema esta en
la ecuacién (27), y que ha sido programado haciendo uso de
MATLAB R2015a, para ello es necesario conocer la matriz
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Jacobiana F'(x) del sistema, cuyo valor se detalla en la
siguiente matriz tridiagonal:

a b O 0
c, a, b 0
0 ¢ g oo
bm—l
0 O C, a,
1 v 1 1 .
a, :E+h72+%uk+““_EUH“'“’ k=12---nx-1
1 Vo
bk:muk‘ijl—W,k:l,Z---nX—Z
1 V.
Ck Z—EUHH—W, k =2,3~~nX—1 (32)
C. Validacién

La solucion numérica de la ecuacidn de Burgers se obtiene
mediante un programa desarrollado en MATLAB R2015a,
gue contiene la etapa de discretizacion mediante diferencias
finitas y el Método tipo Crank-Nicolson y la etapa de
solucién de nt sistemas de ecuaciones no lineales de
tamafio (nx—1)x(nx—1) haciendo uso de un método
iterativo para sistemas de ecuaciones no lineales de 3 pasos
tipo NUmero Aureo nombrado por los autores NG; para la
obtencion de la solucidn exacta hacemos uso de la solucion
exacta propuesta por Cole-Hopf y descrita en la ecuacion
(9), como ejemplo vamos a considerar un coeficiente de
viscosidad v =0.1 con la siguiente condicidn inicial:

u(x,0) = Sen(nx), 0<x<1, (33)

y las condiciones de frontera tipo Dirichlet Homogéneas:
u(0,t) =0, u@Lt)=0, t>0, (34)

haciendo uso de (7) y (8), se obtiene como ejemplo los
siguientes coeficientes de Fourier con 7 cifras decimales:

1 1
A, = [e 7" ax ~ 0.3544546,
0
1 1
———(1-Cos(nx))
A =2[e 7 Cos(zx)dx ~ 0.4380796,
0

1 1
————(1-Cos(mx))
A, =2[e 2™ Cos(27x)dx ~ 0.1584021,
0

1 1
A =2[e 77 'Cos(100m)dx ~ -4,354155%-16  (35)
0

de esta forma utilizando la ecuacion (9) y con 100
coeficientes de Fourier, se obtiene la solucion exacta de la
ecuacion de Burgers. A continuacion, se presenta una tabla
donde se compara los valores de la solucién exacta y la
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solucion aproximada obtenida a t=0.1s utilizando para
ello 100 nodos temporales y un paso espacial h=0.01.

TABLA 1. Solucién exacta utilizando la transformacion de Cole-
Hopf con 100 coeficientes de Fourier y la solucion aproximada
utilizando diferencias finitas y el método iterativo NG, para el
ejemplo de validacién.

X Sol. exac. Sol. aprox. Error
0,0000000 0,0000000 0,0000E+00
0,1 0,2234495 0,2234550 5,4976E-06
0,2 0,4358020 0,4358131 1,1070E-05
0,3 0,6251182 0,6251348 1,6554E-05
0,4 0,7777206 0,7777419 2,1270E-05
0,5 0,8772797 0,8773034 2,3726E-05
0,6 0,9042470 0,9042686 2,1587E-05
0,7 0,8369226 0,8369355 1,2933E-05
0,8 0,6573056 0,6573059 2,9561E-07
0,9 0,3657545 0,3657483 6,1787E-06
1 0,0000000 0,0000000 1,4804E-16

En la tabla anterior se puede observar como el error
maximo cometido es de 2,3726E-05; adicionalmente, se
presenta una figura donde se compara la solucién exacta
con la solucién aproximada para t=0.1s, para un paso
espacial de h=0.01.

1

R
0.8 -~
=]
c 0.6
©
©
=5
©0.4
1]
0.2 Solucion exacta
- Solucion aproximada 4
0 ¥ L L L ;|
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

FIGURA 1. Se muestra la solucién exacta y la solucién
aproximada de la ecuacion de Burgers con las condiciones del
ejemplo de validacién para t =0.1sY un paso espacial h=0.01.

I1l. RESULTADOS

Luego de haber hecho una validacion del programa
desarrollado para resolver numéricamente la ecuacion de
Burgers, se ha realizado varios ensayos sobre dicha
ecuacion; para las pruebas respectivas se ha utilizado
MATLAB R2015a, el sistema computacional utilizado para
realizar todas las pruebas tiene las siguientes
especificaciones: Intel(R) i5-420U0 CPU @ 1.70GHz
2.40GHz, memoria RAM de 6 GB. A continuacion,
detallamos los experimentos realizados, asi como los
resultados obtenidos.
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A. Solucién de la ecuacién de Burgers en relacién a la
variable espacial y temporal.

Para comprender el comportamiento fisico de la ecuacion
de Burgers en relacién a la variable espacial y temporal, se
realiz6 varios ensayos, el Ensayo Al en el cual se utiliz6 las
mismas condiciones iniciales y de frontera utilizada en la
validacion, para v=0.1, un T__ =1s, Una cantidad de

nodos espaciales nx=50 Yy una cantidad de nodos
temporales nt=100; a continuacion se presenta la solucién
obtenida.

Solucion (u)

FIGURA 2. Se muestra la solucién numérica del Ensayo Al, para
v=01,T, =1s, nodos espacialess nx=50 Yy

temporales, nt =100.

Para el Ensayo A2 se utilizd la condicién inicial
u(x,0)=Sen(22x), 0<x<1 Yy condicion de frontera
u(0,t)=0, u(L,t)=0, t>0, para v=0.1,un T =1s, Una
cantidad de nodos espaciales nx=50 y una cantidad de

nodos temporales nt=100; a continuacién se presenta la
solucidén obtenida.

Solucion (u)

FIGURA 3. Se muestra la solucién numérica del Ensayo A2, para
v=01,T, =1s, nodos espaciales nx=50 Yy

temporales, nt =100.

B. Solucién de la ecuacién de Burgers a diferentes
instantes de tiempo.
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Para comprender el comportamiento fisico de la ecuacion
de Burgers a diferentes instantes de tiempo, se realizé
varios ensayos; para el Ensayo Bl se utilizé las mismas
condiciones iniciales y de frontera utilizada en la
validacion, para v=0.1, diferentes tiempos
t=0.1,04,06,1,2, una cantidad de nodos espaciales

nx=50 Y una cantidad de nodos temporales nt=100; a
continuacion se presenta la solucién obtenida.

1

t=0.1

0.8 %
— t=0.4
30 6+ ,/""/»'7 T 1
S =08
o = B
S 04 e
uo) i v // ti17 . \
0.2+ 7 \\‘ \ 4
e =2 e A <\
0 & . ; B—\
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURA 4. Se muestra la solucion numérica a diferentes tiempos
del Ensayo B1, para v =0.1, nodos espaciales nx=50 Yy
temporales, nt =100.

Para el Ensayo B2 se utilizd las mismas condiciones
iniciales y de frontera utilizada en la validacion, para
v=0.01, diferentes tiempos t=0.1,0.4,0.6,12,3, una
cantidad de nodos espaciales nx=100 y una cantidad de
nodos temporales nt=100; a continuacién se presenta la
solucidén obtenida.

0.8}

Solucion (u)

FIGURA 5. Se muestra la solucion numérica a diferentes tiempos
del Ensayo B2, para v =0.01, nodos espaciales nx=100 Y
temporales, nt =100.

Para el Ensayo B3 se utilizd se utilizd la condicion
inicial u(x,0) =Sen(27x), 0<x <1y condicion de frontera

u(0,t)=0, u(Lt)=0,t>0, v=0.01, diferentes tiempos
t=0.1,04,06,12,3, una cantidad de nodos espaciales

nx=100 Y una cantidad de nodos temporales nt=100; a
continuacion se presenta la solucién obtenida.

Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol.15, No. 4, Dec.2021

4310-6

Solucion (u)

FIGURA 6. Se muestra la solucion numérica a diferentes tiempos
del Ensayo B3, para v =0.01, nodos espaciales nx=100 Y
temporales, nt =100.

C. Solucién de la ecuacién de Burgers variando la
viscosidad

Para comprender el comportamiento fisico de la ecuacion
de Burgers con variacion de la viscosidad, se realizé varios
ensayos; para el Ensayo C1 se utilizd6 las mismas
condiciones iniciales y de frontera utilizada en la
validacion, para valores de viscosidad v =0.1,0.01 0.001,
un instante de tiempo t=0.4, una cantidad de nodos
espaciales nx=100 Yy una cantidad de nodos temporales
nt =100 ; a continuacion se presenta la solucién obtenida.

2.5 : . .
2 =
e -
157 v=0.001
0
)
3
o 1r
@ v=0.01
0.5 v=0.1
0 ‘ : : :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

FIGURA 7. Se muestra la solucion numérica variando la
viscosidad v del Ensayo C1, nodos espaciales nx=100 Y
temporales, nt=100.

Como se observa en la gréfica anterior a medida que la
viscosidad disminuye se presenta inestabilidades en la
solucion numérica, para constatar este echo de mejor forma
a continuacién se presenta la solucién numérica en relacion
a la variable espacial y temporal, para v=0.001, un
T, =0.5s, una cantidad de nodos espaciales nx=100 Yy

una cantidad de nodos temporales nt =100;
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N £ (=]
L L /

Solucion (u)

-0

05

X t

FIGURA 8. Se muestra inestabilidades en la solucion numérica
trabajando con viscosidad v =0.0001, T, =0.5s, nodos

espaciales nx =100 y temporales, nt =100.

IV. CONCLUSIONES

Para resolver la ecuacion de Burgers existen métodos tanto
analiticos como numéricos, en esta investigacion evitamos
el uso de métodos analiticos ya que el costo computacional
resulta ser mas elevado al momento de emplear dichos
métodos, por ejemplo, al usar la transformacion de Cole-
Hopf se debe calcular series de Fourier, mientras que al
utilizar técnicas numéricas terminamos resolviendo
sistemas de ecuaciones que computacionalmente hablando
requieren menor costo.

Las diferencias finitas son wuna herramienta de
discretizacion utilizada en ecuaciones en derivadas
parciales lineales, pudiendo ser extendidas a ecuaciones en
derivadas parciales no lineales, y que ofrecen errores
relativamente bajos, como se pudo demostrar en el ejemplo
de validacion.

Como se puede apreciar en el Ensayo C1, mientras la
viscosidad disminuye, la solucion numérica presenta
inestabilidades, se deberia realizar un analisis mas profundo
sobre este fendmeno ya que dicha inestabilidad se podria
deber a la forma de discretizacion utilizada mediante un
método de diferencias finitas tipo Crank-Nicolson, o al
fendmeno fisico como tal ya, que al disminuir la viscosidad
se esta elevando el nimero de Reynolds trabajando de este
modo en régimen turbulento.

Para resolver los sistemas de ecuaciones no lineales que
surgen de la discretizacion, se puede utilizar diferentes tipos
de métodos iterativos para sistemas cuyos esquemas Yy
disefios se encuentran ampliamente en la bibliografia
propuesta en esta investigacion, para el caso de nuestro
estudio se empled un método cuyo orden de convergencia
es cuatro, de este modo se alcanza la solucion utilizando
una menor cantidad de iteraciones a diferencia de métodos
tradicionales como es el caso del método de Newton.
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